Y B MINISTERUL EDUCATIEL $1 CERCETARII
@:f Inspectoratul Scolar Judetean

pd |asi

FACULTATEA
CONSTRUCTH DE MasINI
SLAMANACEMENT INDUSTRIAL
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Subiectul 1

a) Sa se determine primul termen si ratia unei progresii aritmetice (a,),»; daca:
a, +a, +az+ -+ ay; =950 2a; — a;, = —4.

b) Fie sirul de numere reale (c,),»1, definit princ; =1, ¢y4q — 2¢, = 1, Vn € N*. Sa se arate ca
sirul (by)ns1, definit prin b, = 1 + ¢,, Yn € N*, este o progresie geometrica.

Subiectul 2

In triunghiul ABC se considera punctul E mijlocul segmentului [AB], F mijlocul medianei din C,
D € (BC) astfel incat BD = 2 - DC si P € (AC) astfel incat AP =

—_

. AC.
a) Sa se demonstreze ca BP = % -BC + % -BA.
b) Sa se arate ca punctele A, F si D sunt coliniare.

< AF
c) Sa se calculeze raportul e

Subiectul 3.
Se considera functia f: R - R, f(x) = 2x — 1.
a) Si se determine solutiile reale ale ecuatiei: (f (x))2 +2-f(x)—3=0.
b) Determinati functia g:R-> R, g=fofof..of, unden €N, n>2,iar "o" reprezinta
f estedenori

compunerea functiilor.

c) Sasecalculeze: f(1)-f(2)+ f(2)-f(3) + -+ f(99) - f(100) + f(100) - f(101).
Subiectul 4.

Trei motociclisti, A, B si C, parcurg aceeasi distanta, traiectoria lor fiind o linie dreapta. Motociclistul
B parcurge distanta cu viteza de 60km/h, iar motociclistul C cu viteza de 40km/h. Stiind ca B merge
cu 2 ore mai putin decat A, iar C merge cu 2 ore mai mult decat A, determinati viteza motociclistului

A. Legea miscarii este v = %, unde v este viteza[km/h], d este distanta[km], iar t este timpul[h].

Timp de lucru: 3 ore.
Fiecare subiect este notat cu punctaje dela0la 7.
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Subiectul 1

Se considerd functia f: R - R, f(x) = 2% + x.
a) Demonstrati ca n = f(31log, 5) — f(log, 500) este un numar intreg.
b) Sa se arate ca functia f este injectiva.

c) Rezolvati in multimea (0, ) ecuatia 257°% — 2€05°% = ¢og2x.
Subiectul 2

Fie ecuatia (1 + i)x> —2mx+m —i=0,m € R.
a) Pentru m =1 rezolvati ecuatia in multimea numerelor complexe.

1 ;
> este real, unde x; si x,

b) Pentru m = —1, aratati cd numarul >
x2+x,-2  xZ+x,-2

sunt radacinile ecuatiei.
Determinati numerele reale m pentru care ecuatia are o radacina reala.

Subiectul 3.

a) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 31 — x + 7 + x = 2.

b) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia
4(x — 3)1086(x*+11) | 2(x2 4+ 11)l086(=3) = g(x — 3)2,
c) Determinati domeniul maxim de definitie al functiei
f:D - R, f(x) =1loggo1-»(lg?x? + 12lgx + 8)
Subiectul 4.

Andrei si Bogdan locuiesc pe aceeasi strada (liniard) in casele A si B de afixe

Zp=1—isizg=—-1+1.

a) Determinati distanta dintre cele doua case.

b) Cezar si Dan vor sa-si construiasca cate o casa C si D de o parte si de alta a strazii
AB astfel incat cele patru case sd fie varfurile unui romb cu latura egala cu distanta
dintre casele lui Andrei si Bogdan. Determinati afixele punctelor C si D.

€) Determinati numarul real m stiind ca Marian are un magazin M de afix
Zy = 5 + mi pe strada pe care locuiesc Andrei si Bogdan astfel incat casa lui Andrei
sa fie intre casa lui Bogdan si magazin (M-A-B coliniare).

Timp de lucru: 3 ore.
Fiecare subiect este notat cu punctaje de la0 la 7.
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Concursul National de Matematica Aplicata ,,Adolf Haimovici

Etapa judeteana
08 martie 2025
Clasa a XI —a — Sectiunea H1 — Filiera tehnologici
Subiectul 1
o (=3 3y, _(1 0\., _ s
Se considera matricele A = (_1 1), I, = (0 1) si M, = I, + aA, unde a este numar real.

a.) Aréta;l ca 5M3 - 4M_1 = M19 .
b) Determinati valorile reale ale lui a pentru care matricea M,, este inversabila.
C) Determinati valorile reale ale lui a pentru care M, - M, = M,.

Subiectul 2

Se consideri functiile f, g: R—> R, f(x) =x2+1 si g(x) = x3 + x? + 2x.

VXH ()= (%)
X

a) Aratati ca numarul C = lim este rational.

x-0
b) Sa se determine abscisa pozitiva a punctului de pe graficul functiei h: R - R, h(x) = g(x) — f(x), in care

tangenta la grafic este paraleld cu dreapta d de ecuatie y = 5x + 1.
c) Demonstrati ca ecuatia g(x) = f(x) + 3 are o solutie reala unica aflata in intervalul (1; 2).

Subiectul 3.
Pretul de vanzare (masurat in bitcoin) al unor actiuni a fost urmarit incepand de la momentul 1 (cand au
fost plasate pe piata la bursa de la New York) pana la momentul T (cand s-au epuizat). Pretul maxim de vanzare
a fost atins la momentul t,. Pretul actiunilor a inregistrat o variatie data de functia
2t—1,1<t <t
4—t—aty<t<T
in ore, iar t, este momentul la care pretul de vanzare atinge pragul maxim de 3 bitcoin.
a) Gasiti t.
b) Sa se gaseasca a € R stiind ca in pretul tranzactionarii actiunilor nu s-a inregistrat nici un moment de
discontinuitate.
c) Pentru a = 1, aflati T stiind ca pretul ultimei actiuni a fost egal cu pretul de la momentul plasarii pe piata.

P:[1;T] -» (0,3],P(¢t) = { unde a € R, t este timpul de tranzactionare masurat

Subiectul 4.
O firma de constructii realizeaza planul unei autostrazi intre localitatile A si B cu coordonatele (20, 30),
respectiv (60,110) unde 1 u.m. pe schita cadastrala reprezinta 1 km real. Autostrada va asigura drumul cel mai
scurt Intre cele doud localitati si va traversa o zona cu padure.

a) Sa demonstreze ca localitatea M , cu coordonatele (30, 50) se afld pe traseul de constructie al viitoarei
autostrazi.

b) Stiind ca zona impéadurita este situatd de o parte si de alta a autostrazii si este delimitata de punctele M , N
(a, 70) si P (50, 60) pe schita cadastrala, aflati parametrul real a stiind cd suprafata padurii este de 250 km?.

Timp de lucru: 3 ore.
Fiecare subiect este notat cu punctajede la0la7
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Subiectul 1
. (7 5\. . _ _ _{_1
FieA = (_7 _5) si multimea G = {X(a) =], +ad,undea € R { 2} }

a) Demonstrati ca X(a) - X(b) = X(a + b + 2ab), VX(a),X(b) € G.

b) Admitem ca (G,) este grup abelian. Aflati numarul real m astfel incat functia
f:(R*) - (G,), f(x) = X(“Tm) este izomorfism de grupuri.

c) Cate perechi de numere intregi de forma (a,b) exista, astfel incat X (a)X(b) = X(5)?

Subiectul 2
Pe multimea Zg se definesc legile de compozitie x oy = x +y + 3 si x *y = xy + 3x + 3y.
a) Sase demonstreze distributivitatea legii de compozitie “*” fata de legea de compozitie “o”.
b) Sa se verifice daca tripletul (Zg,o,*) este inel comutativ.

x*x2=2y+3

C) Sase rezolve in Zg sistemul de ecuatii
xoy=>5

Subiectul 3
Se considera I,, = fol(x — x?)™dx, pentru Vn € N*.

a) Sase calculeze ;.

b) Sasearatecal, = ﬁlnq ,YneN,n > 2.

< < 1 .
c) Sasedemonstrezeca 0 < I, < o vn € N*.

Subiectul 4
In urma unui studiu referitor la memoria elevilor, s-a constatat cd numarul de cuvinte noi din

vocabularul limbii franceze memorate de un elev in ¢ minute de la inceperea unei ore de clasa

este dat de [M(t)], partea intreaga a lui M(t), unde M(t) = |f(¢t)|, iar f:[0,50] - R este 0

functie derivabila care verifici pentru orice t € [0,50] relatia f'(t) = 0,003t% — 0,16t.

a) Aflati functia f si numarul de cuvinte memorate de un elev in primele 10 minute ale unei
ore de limba franceza.

b) Demonstrati ca numarul de cuvinte noi memorate de un elev creste pe parcursul unei ore de
clasa si determinati cate cuvinte noi memoreaza un elev in ultimele 20 minute dintr-o ora
de clasa, cu durata de 50 minute.

Timp de lucru: 3 ore.
Fiecare subiect este notat cu punctaje de la0 la 7.
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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE

Subiectul 1

a) Sa se determine primul termen si ratia unei progresii aritmetice (@, )ps, dacd:
a; +a, +az+ -+ ays =950 2a; —a; = —4.
b) Fie sirul de numere reale (cp)psq, definit prin ¢; = 1, ¢y — 2¢, = 1, Vn € N*. Sa se arate ca sirul (by)ps1, definit
prin b, = 1+ ¢,, Yn € N* este o progresie geometrica.

SOLUTIE:

Q) ay+a,+az+-+a;35=950 a;+(a; +r)+(a; +2r)+--+(a; +24r) =950 &
25a; +r(1+ 244 24) =950 © 25a; + 300r =950 © a; + 127 =38 ..o 1p
203 = A7 = =4 S A1 — 21 = =4 oot 1p
a1+127':38 a1=2

{a1—2r2—4@{r=3 .................................................................................................................... 2p

b) ;=1 b1=14+c,=1+1=2, cpy1—2c,=1=>cpy1=2c,+1=>¢,>0=
Y 2p

bn 1+cy 1+cy

(bp)ns1 €Ste progresie geOMEtriCa CU by = 2 S1Tatia § = 2. .iocvvcvvcereisiee e 1p

Subiectul 2

In triunghiul ABC se considerd punctul E mijlocul segmentului [AB], F mijlocul medianei din C, D € (BC) astfel incdt
BD =2-DC si P € (AC) astfel incit AP = %-TC.

a) Sa se demonstreze cd BP = % -BC + ; -BA.

b) Sa se arate ca punctele A, F si D sunt coliniare.

c) Sa se calculeze raportul % .

SOLUTIE:

8) BP=BA+AP =BA+2-AC. oottt 1p

AC = AB 4 BC = —BA 4 BC. oo 1p

—_— _ 3 —_ —_—_ —_ 3 — 3 — 4 — 3 — 3 — 4 —

BP=BA+>-(-BA+BC)=BA—->"BA+>BC=-"BA+>"BC=="BC+-'BA ...cccccccccr... 1p
7 7 7 7 7 7 7

b) In triunghiul ABC punctul E este mijlocul segmentului [AB], de unde rezulti ca [CE] este mediana
din C si F este mijlocul segmentului [CE].

In triunghiul AEC se aplica teorema medianei si se obtine:

—_— 1 — _— 1 1 — —_— 1 —_— —_—

AF =2 (AE +AC) =2 (3-AB +AC) =5 (AB + 2 AC) . oo p
D € (BC),BD =2-DC = BD =2-DC . Rezulti ci punctul D imparte segmentul [BC] in raportul k = 2.

—_— 1 —_— 2 —_— 1 —_ —_—

AD ==+ AB+ 7 AC =2 (AB+2-AC). s 1p
AF = %- AD = AF si AD sunt coliniari = A, F, D sunt puncte CONAre. .........ooovveveevereeesererssesseessresnnes 1p

—

c) ﬁ=%-AD=>|ﬁ|=|Z-Z5|=>AF=Z-AD=>£—§

AD 4 '
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Subiectul 3
Se considera functia f:R - R, f(x) =2x —1.

a) Sa se determine solutiile reale ale ecuatiei: (f(x))2 +2-f(x)—3=0.

b) Determinafi functia g:R >R, g=fofof..of , unden €N, n= 2, iar "o " reprezinta compunerea functiilor.
! S
f estedenori

c) Sasecalculeze: f(1)-f(2)+f(2)-f3) + -+ f(99) - £(100) + f(100) - £(101).

SOLUTIE:
Q) (fO)) +2-f()=3=06 @x—1)2+2-(20x—=1)—=3=0..0c0oiiiiirioieeeeeeee . 1p
In urma calculului se obtine: X2 — 1 =0 © x = 21 ...ttt 1p
b) (feN)=f(f(x)=22x—-1)—-1=22x—-2-1=22x—-22+1
(Fof of)(X) = 23X = 23 1 oot 1p
PM): (fofof.of)(X) =2"Xx —=2" + 1,NEN, 22 oot 1p

f este de nori

I. P(2) este adevarata.

I1.Presupunem adeviratd P(k): (fofof..of)(x) =2*x—2¥+1, k€N, k > 2.

f estedekori

Demonstram ci este adevaratda P(k +1): (fofof ..o f)(x) = 2k+t1x — 2k+1 4 1,
f estede k+1 ori

(fofofuof))=f((fofof.of)(x)=22Fkx—2F+1)—1=2k1x—-2k142_1

f este de k+1 ori f este de k ori
= 2k+1x —2k*+1 1 1 = P(k + 1) este adevirata .
Din I si Il. = P(n) este adevarataiVn € N, n > 2.
g)=(fofofuof)(x) =2"x—=2"41, NEN, N2 . 1p

f estedenori
©) fl)-flk+1) =Qk—1)@2k+1)=4k?*—1

n(n+1)(2n+1)

T s 1p

. n(n+1)(2n+1) _

fOf@O+f@ fA++fM) fn+1D) =X, (4k* - 1) =4-—————n=

- w S () F@) + F2) FB) + -+ £(99) - £(100) + £(100) - £(101) =1353300.......1p

Subiectul 4.

Trei motociclisti, A, B si C, parcurg aceeasi distantd, traiectoria lor fiind o linie dreaptd. Motociclistul B parcurge distanta cu
viteza de 60km/h, iar motociclistul C cu viteza de 40km/h. Stiind ca B merge cu 2 ore mai putin decdt A, iar C merge cu 2

. . T - . o d .
ore mai mult decdt A, determinati viteza motociclistului A. Legea migcarii este v = o unde v este viteza[km/h], d este

distanta[km], iar t este timpul[h].
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SOLUTIE:

Fie d distanta parcursa de motociclisti exprimata in km, t numarul de ore in care motociclistul A parcurge
distanta d, iar v,, vg, v reprezinta vitezele celor trei motociclisti.

d=vy-t,d=vg-(t—2), d=vc-(t+2).
vg = 60 [km/h], ve = 40[km/h] = 60 (t —2) = 40" (t + 2).
60t — 120 = 40t 4+ 80 = 20t = 200 2 t = 10 [R]. oo 1p
d=vg-(t—2)=60-8=480=d =480 [km].
d=v,-t=>480=v,-10 = v, = 48 [km/h].
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Concursul National de Matematica Aplicata ,,Adolf Haimovici”
Etapa judeteana
08 martie 2025
Clasa a X —a — Sectiunea H1 — Filiera tehnologica
BAREM DE CORECTARE SI NOTARE

SUBIECTUL 1

Se considera functia f: R - R, f(x) = 2* + x.
a) Demonstrati can = f(3log, 5) — f(log, 500) este un numar intreg.
b) Sa se arate ca functia feste injectiva.

. A . . in2 2
C) Rezolvati in multimea (0, ) ecuatia 25™ % — 2°°5°% = cos2x.

SOLUTIE:
a) Calculeaza f(3log, 5) = 125 + log, 125 si f(log, 500) = 500 + log, 500........cccevveurnnee. 1p
Obtinen = —375 + logzi = —377 care este NUMAT INITEZ........cccuerreererrrierree e e s e e 1p
b) Functiile g, h: R = R, g(x) = 2% si h(x) = x sunt strict CreSCAt0are. ........cooervrerereererereernns 1p

Functia f este strict crescatoare ( suma de functii strict crescdtoare) de unde rezulta ca f este

TUNCEHIC TNJECLIVAL ...ttt ettt ettt st sbe e sb e e b e e e ab e e s be e an e e e nbeeenneennneenneennnas 1p
C) Obtine 25T % 4 SINZX = 205X o COSZX i imimiieiieeeeeeeeeeeeeeeeeee e e ee e 1p

Din finjectivi deduce Ca SINZX = COSZXuiuiiiiiiiiiiiiiiiieestiee e 1p

Folosind sin®x + cos?x = 1, obtine sinx = 172.

Cum x € (0, ), gaseste solutia x € {%,%n} .............................................................................. 1p

SUBIECTUL 2

Fie ecuatia (1 + )x? —2mx+m—i=0,m € R.
a) Pentru m=1 rezolvati ecuatia in multimea numerelor complexe.

+

b) Pentru m = —1, aratati ca numarul este real, unde x; si x, sunt radacinile

x24x,-2  xZ+x,-2
ecuatiei.

C) Determinati numerele reale m pentru care ecuatia are o rdddcind reald.

SOLUTIE:

a) Obtine ecuatia (1 +i)x? —2x+ 1 —i =0 cusolutiile x; = 1Si Xy = —licecvvirivieirrrrrirenas 1p
b) 1+i)x?+2x—1-i=0=x>+(1—-Dx—-1=0 (prin inmultire cu 1—1i),cu
radacinile x1Si X, CAre AU S = —1 41 SIP = — Lo 1p

Deduceca x? + (1 —i)x; —1=0sixs+ (1 —i)x,—1=0siobtine x? +x;, —2=-1+

X0 SIXZ Xy = 2 = =1 d DX geeiiieiieiece ettt 1p
. 1 1 iS—2
Finalizare — > = —— = —1 € Rt 1p
xX1+x1—-2  x53+x,-2 —P-iS+1
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c) Daca a este solutia reald a ecuatiei rezulta ca:

1+da?-2ma+m—-i=0=a?-2ma+m+i(a®?—-1)=0,cum,a € Ru............. 1p
Deduce ci a? — 2ma + m = 0 si @®> — 1 = 0 de unde obtine m € {1,—1} ........................... 2p
SUBIECTUL 3

a) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia N1 — x +7 + x = 2.
b) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia
4(x — 3)1096(x*+11) 4 2(x2 4+ 11)1096(x=3) = g(x — 3)2.
C) Determinati domeniul maxim de definitie al functiei
fiD - R, f(x) =loggo1-x(lg?x* + 12lgx + 8)

SOLUTIE:
a) Noteazia=3V1—x,b=+vV7+x,x €[-7,0)sia+b = 2,a® + b? = 8 de unde obtine
A3 A% = 40 = 4 = 0uroooeeeeeeeee e 1p
Determinad a € {—2,—1,2} de unde obtine x € {—7,2,9} care convin............c.cccceovevene.. 1p

b) Deoarece (x2 + 11)1086&=3) = (x — 3)lo8s(**+11) (3 x € (3, 0) , obtine ecuatia echivalenti

(0 = 3)1086(X"H11) = (3 — 3) 2. e 1p
Gaseste logg(x? + 11) = 2 sau x — 3 = 1, de unde obtine x € {4,5}, care convin............... 1p
lg?x?* + 12lgx +8 >0
c) Pune conditiile de existenta: o Rl 1p
00l—x=+#1
x>0
lg?x* + 12lgx +8> 0= lg?x + 3lgx + 2> 0 © Ilgx € (—o0,—2) U (=1, 0).............. 1p
1 1
(x€(-ongg) v (55r)
X € (—oo i) 1
Finalizare ’ 100 S x € (O, —) .......................................................... 1p
99 100
X F ~ oo
x € (0,00)

SUBIECTUL 4

Andprei si Bogdan locuiesc pe aceeagi strada liniarad in casele A si B de afixe

Zp=1—isizg =—-1+1.

a) Determinati distanta dintre cele doud case.

b) Cezar si Dan vor sa-si construiasca cate o casa C §i D de o parte si de alta a strazii AB astfel incadt
cele patru case sd fie vdrfurile unui romb cu latura egala cu distanta dintre casele lui Andrei si
Bogdan. Determinati afixele punctelor C si D.

C) Determinati numarul real m stiind ca Marian are un magazin M de afix zy; = 5 + mi pe strada pe
care locuiesc Andrei si Bogdan astfel incdt casa lui Andrei sa fie situata intre casa lui Bogdan si
magazin (M-A-B coliniare).
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SOLUTIE:
Q) AB = |Zg = Z4| = 2V 2ottt 1p
b) AABC echilateral = |zg — z4| = |z4 — z¢| = |z — z| unde C are afixul
Ze = A F D, 0,0 ER oo 1p
Deduce (@a—1)24+ (b+1)2=(a+1)24+ (0 —=1)2 = 8o 1p
Obtine a = b si a = ++/3 si giseste punctele C si D de afixe z; = V3 + V/3i si
ZD = V3 — VBl 1p
c) DeoareceAe(MB):%eR:»%;ﬁeR ................................................................ 1p

.7 5
Obtine 7Tm +
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Concursul National de Matematica Aplicata ,,Adolf Haimovici”
Etapa judeteana
08 martie 2025
Clasa a XI —a — Sectiunea H1 - Filier: tehnologica
Barem de notare si evaluare
Subiectul 1
- . _ (-3 3 _(1 0\ .., _ -
Se considera matricele A = (_1 1), I, = (O 1) si M, = I, + aA, unde a este numar real.
a) Al”éta,tl Cd 5M3 - 4‘M_1 = M19 .
b) Determinati valorile reale ale lui a pentru care matricea M, este inversabild.
€) Determinati valorile reale ale lui a pentru care M, - M, = M, .
Solutie:

) SM3 —4AM_; =55+ 34) =413 = A) cerrnii e Ip

=504 154 =41 +4A =15 4 194 = Mg ceoneiii e e Ip
b) M, = (1 —3a  3a ) = det(M,) =(1-30)(1+a) +3a%2=1—2a reeveoeoereereooeeeee . Ip

—a 1+a
Matricea M, este inversabila & det(M,) #0 &= 1—-2a+#0< a € R\ {%} ............................... Ip
_ 2 42 _ (6 —6)_

C) My M, =1I,+aA+bA+abA? A _(2 _2)——2A ........................................................ Ip

= Mg My =Mgip_ap Va,b ER,deciMy, My, =My S My, 52 =My S oo, Ip

©2a—2a2=0 = A =0SAUA = 1 ..oioiiiiiii e, Ip

Subiectul 2.

Se considerd functiile f, g : R > R, f(x) =x%+ 1si g(x) = x> + x* + 2x.

S @O-JT®
X

a) Aratati ca numarul C = lim

este rational.
x-0

b) Sa se determine abscisa pozitiva a punctului de pe graficul funcfiei h: R - R, h(x) = g(x) — f(x), in care tangenta la
grafic este paraleld cu dreapta d de ecuatie y = 5x + 1.
) Demonstrati ca ecuatia g(x) = f(x) + 3 are o solutie reald unica aflatd in intervalul (1,2).

Solutie:
a>C=i%—w=i%x(«ﬁ+m)=%€Q .................................................................. 1p
b) h(x) = g(x) — f(x) = x3 + 2x — 1, este derivabild pe R deoarece contine operatii cu functii elementare,
deci derivabile si va admite tangenta in orice punct de pe graficul SAU...........covviiiiiinic 1p
Tangenta la graficul lui hin x = x, are ecuatia: y — h(xy) = h'(xg)(x — x) sipantam; = h'(xp) .oevnveeee 1p
Dreapta d, de ecuatie y = 5x + 1, are panta m, = 5, iar tangenta si d sunt paralele daca m; = m, ............ 1p
Din h'(x) =3x2+2sim; =m, =2 3x,2+2 =5 xt=1Sx,=+1,convinexy =1 ....ceee...... 1p

¢) Considerdm functia f; : R > R, f;(x) = g(x) — f(x) =3 = fi(x) = x% + 2x — 4.

Fiex: x» ERx: <Xx, =R = filx)-filxz) x13—x23 4201 —x7) _ (x1—x2)‘(x%+x1'xz+x§)+2(x1—x2)
1,42 y A1 2 - - -

X1—X2 X1—X2 X1—X2

= R =

(g —x2) (x5 4212 +x5+2) (

2 2
P X + ﬁ) +3- (%) + 2 > 0 = f; este strict crescatoare (sau orice alta
142

2

metodd de a ardta monotonia fUNCHIET £7) ...ooeiiiiiiiiii e bbb 1p
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Remarcand si faptul ca f; este continua pe R, iar f; (1) = —1 < 0si f;(2) = 8 > 0 =existd un singur

Xo € (1,2), astfel incat f; (xy) = 0, ceea ce trebuia demONSTIAL .........ccereirirerereee e 1p

Subiectul 3.

Pretul de vanzare (mdsurat in bitcoin) al unor actiuni a fost urmarit incepand de la momentul 1 (cand au fost plasate pe
piata la bursa de la New York) pana la momentul T (cdnd s-au epuizat). Pretul maxim de vanzare a fost atins la momentul t,.
Pretul actiunilor a inregistrat o variatie data de functia

2t—1, 1<t<t,

P:[1;T] - (0,3] ,P(t) = {4_m' <t<T
este momentul la care pretul de vinzare atinge pragul maxim de 3 bitcoin.

a) Gasiti t.
b) Sd se gaseasca a € R stiind cd in pretul tranzactionarii actiunilor nu s-a observat nici un moment de discontinuitate.
c) Pentru a =1, aflati T stiind ca pretul ultimei actiuni a fost egal cu pretul de la momentul plasarii pe piata.

unde a € R, t este timpul de tranzactionare mdsurat in ore iar t,

Solutie

a) P(tg) =3 210 —1 =3 200 = 4 S 1) = 2 oo 2p
b) Functia P nu are discontinuitati, deci P este continud inclusiv in t, = 2, adicd vom avea ............ccocvevvenen.. Ip
lim P(t) =lim P(t) =P(2) & lti_r)r21(2t -1) =1g£nz(4—\/m) =22-1e©4—-V2-a=3 ... Ip
t<2 t>2 t<2 t>2

OBHNEM V2 — @ = 1 € @ = 1 oot e, 1p
¢) Lamomentul epuizirii pachetului P(T) = P(1) =21 — 1 =1 oo Ip
Vomaveadecid — VT —1=1S VT =1 =3 T =1 =9 O T = 10 crrrrrmsssssremssssssseessssssssssesssssns Ip

Subiectul 4.
O firmd de constructii realizeazd planul unei autostrazi intre localitatile A si B cu coordonatele (20, 30) , respectiv (60,110)
unde I u.m. pe schita cadastrala rveprezinta 1 km real. Autostrada va asigura drumul cel mai scurt intre cele doua localitati
si va traversa o zond cu padure.
a) Sa demonstreze ca localitatea M, cu coordonatele (30, 50) se afla pe traseul de constructie al viitoarei autostrazi.
b) Stiind ca zona impdadurita este situatd de o parte si de alta a autostrazii si este delimitatd de punctele M, N (a, 70) si P
(50, 60) pe schita cadastrald, aflati parametrul real a stiind cd suprafata padurii este de 250 km?.

Solutie:
X4 Ya 1
a) M se afla pe traseul autostrazii <& A, M, B coliniare & |Xpy Yy 1 = 0eeeeenieiiiie 2p
xg yp 1
Xa Ya 1] |20 30 1
Obtinem |xy yum 1[ =130 50 1| = 0, decilocalitatea M se afla pe traseul autostrazii................. 1p
Xgp VB 1 60 110 1
b) Suprafata padurii este datd de aria triunghiulul MNP .........c.coeoieiiininenieeeeeese et Ip
L w1 30 50 1] |
AvemDMNP=E- Xy yy 1ll==-la 70 1 > (10a — 700) ; Ariayyp = |Dynpl = 250........ 1p
xp yp 1 50 60 1
& |10a — 700] =500 < a = 120saua = 20 . SRR | )

Convine doar solutia a = 20, deoarece, pentrua = 120 padurea s-ar aﬂa doar de 0 parte a autostrazii ......... 1p
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Concursul National de Matematica Aplicata ,,Adolf Haimovici”
Etapa judeteana, Iasi
08.03.2025
Clasa a XlI-a filiera tehnologica — sectiunea H1
Barem de notare si evaluare
Subiectul 1
FieAd = (_77
a) Demonstrasi ca X(a) - X(b) = X(a + b + 2ab), vX(a),X(b) € G;

_55) si multimea G = {X(a) =1, +al,undea € R — {— %}}

b)  Admitem ca (G,")este grup abelian. Aflati numdrul real m astfel incdt functia f: (R*,) - (G,”), f(x) = X(xzm)
este izomorfism de grupuri;
c) Cate perechi de numere intregi de forma (a,b) exista, astfel incdt X(a)X(b) = X(5)?
Solutie:
a) X(a) - X(b) = (I, + aA)(, + bA) = I? + bl,A + aAl, + abA?
2 14 10 \ _
A22( 0, 10) T 2A 1p
X(@)Xbh)=1,+bA+aA+2abA=1,+(a+b+2ab)A=X(@a+b+2ab)....... 1p

b)Daca f este izomorfism atunci f(e;) = e,, unde e; = 1 este elementul neutru din grupul (R*,-)..1p

iar e, = X(0) este elementul neutru al grupului (G,") .....cccooverriiriiinnire s 1p

F(1) = X(0), f(1)=x(”7m) = 020 3 M=~ L 1p

c)X(a)X(b) =X(5) > a+b+2ab=5

2(a+%)(b+%)—%=5:>(2a+1)(2b+1)=11 ................................................................ 1p

2a + 1,2b + 1 sunt divizori intregi ai lui 11

(a,b) € {(0,5); (5,0); (—=1,—6); (—6,—1)} = 4 perechi. ....ccccecevevriiviiirieeiiceee e, 1p
Subiectul 2

Pe multimea T se definesc legile de compozitiex oy =x +y + 3 six *y = xy + 3x + 3y.

a) Sa se demonstreze distributivitatea legii de comporzitie “x” fatd de legea de compozitie “o”.

b) Sa se verifice daca tripletul (Zg,0,*) este inel comutativ.

c) Saserezolve in Zg sistemul de ecuatii {X v2= Zy:l— 3 .
xoy =15

Solutie:

Ax*(yoz)=xy+xz+3y+3z+3,Vx,y,z € Z
(x*xy)o(x*2) =xy+x2+3y+324+3,V%9V,2Z €ZLg  woevveeeeeieiieeeiiiiee 1p

2

x*(yoz)=(xxy)o(x*2z),Vx,y,z €ZLs = legea “x” este distributiva in raport
CU legea de COMPOZILIC 07 . ... ittt e 1p

b)(Zse,° ) grup comutativ cu elementul neutru e; = 3 5i V x € Z4 este simetrizabil, unde
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X m m X E g e e 1P
(Ze \ {3},) este monoid comutativ cu elementul NeUtru e; = 2 .......ovvvevcenvreierirnnenns 1p

Avand in vedere si proprietatea de distributivitate demonstrata la a)

= (Zg,0,%) €Ste INEI COMULALIV ..c.veeviiiiiiiiccie e 1p
C){x*2=2yj—3:> 5x:2yA+3A:>{x:A2yT3 ................................ 1p
Xoy=5 x+y+3=5 x=2+05y
S Aty =2y+3 :>{y=} .............................................................. 1p
x=2+5y x=1
Subiectul 3

Se considera I,, = fol(x — x®)"dx , pentru ¥n € N*,

a) Sasecalculeze 1, ;

b) Sasearatecal, = ﬁlnq ,VneN,n > 2;

C) Sasedemonstrezeca 0 <1, < %n ,Vn e N",

Solutie:
1 1
Q)= [, (x —x*) dx = D e 1Ip
b)I,, = fol(x)’ (x—x*)"dx = —n fol(x —2x)(x —x)"ldx = e, 1p
=-n f01(2x —2x%2 —x)(x —x®)"dx = —2nl, + % fol 2x - (x —x)" dx = ... 1p
nl 2y 2yn-1 nl 2yn-1
=—2n1n—5f0(x—x ) (x —x?)" ldx + ;fo(x—x ) ldx =
= =2l + hyq — 2 [N = = 200y A DLy e 1p
n n
(27’1 + 1)171 = Eln—l = I, = m]n_l ................................................................ 1p
c)Fie functia de gradul al doilea f:[0,1] » R, f(x) = x — x?
Xy = % punctul de maxim al functiei f si y, = %maximul functiei pe intervalul [0,1]
1
fO=f1)=0=>0<f(x) <,
2 1 2\n \" *

Pentru vx € [0,1]]avem 0<x—x"<_- = 0< (x —x°)" < (Z) ,VneN* ... 1p

n
>0(1-0)< [[x—x)"dx<(3) (1-0),¥neEN" = 0<, <= VneN

din aplicarea proprietatii de medie a integralei definite ....................coooiiiienenn. Ip
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Subiectul 4

In wrma unui studiu referitor la memoria elevilor, s-a constatat cd numdrul de cuvinte noi din vocabularul limbii
franceze memorate de un elev in t minute de la inceperea unei ore de clasa este dat de [M(t)], partea intreagad a lui
M(t), unde M(t) = |f(t)], iar £:[0,50] = R este o functie derivabila care verifica pentru orice t € [0,50] relatia
f'(t) = 0,003t2 — 0,16t.

a) Aflati functia f si numarul de cuvinte memorate de un elev in primele 10 minute ale unei ore de limba francezd.
b) Demonstrati ca numdrul de cuvinte noi memorate de un elev creste pe parcursul unei ore de clasa si determinati
cdte cuvinte noi memoreaza un elev in ultimele 20 minute dintr-o ord de clasd, cu durata de 50 minute.

Solutie:
, 3 16 1 8
a) [f (t)dt=f(mtz—mt)dt=mt3—r.ot2+6 ........................................ 1p
Stiind cd [ f'(t)dt = f(£) + C = f(t) = 0,001t — 0,08t% + C ovvvvvrvevereerereeerens 1p
Deoarece vorbim doar despre cuvintele noi, atunciavem f(0) =0 = C =0 ...ccccevvevrenne 1p
Numarul cautat este [M(L0)] = 7 oo 1p

b) Se observa ca:
f(t) =0,001t2- (t —80) < 0,Vt € [0,50] si
F/(£) = 0,001t - (3t — 160) < 0, VE € (0,50] v eveerirreeeseeeeseeseeesssssseessssseeresesenee 1p
Deci M(t) = —f(t) siM'(t) = —f'(t) > 0,vt € (0,50]

Se obtine astfel ca M - functie strict crescatoare si [M] — functie crescatoare pe [0,50] ...... 1p
Deoarece
1 N 3 :

M(50) = |——-50% — = 50| = 75 i

1000 100

. 3__8 2| —

M(30) = |- 30° — = 30%| = 45,

1000 100

numadrul cautat este M(50) — M(30) =75 =45 =30 .o 1p
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